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Abstract 
We prove that every directed graph with n vertices and at least k-8 arcs admits the complete 
symmetric digraph of order 4 as a minor. The result is sharp. This answers a question raised by 
Meyniel (1983). We conclude with some open problems. 
Introduction 
Contracter un arc d’un graphe orientt D con&e A identifier ses deux extrCmitts, 
i supprimer la boucle obtenue et i remplacer les arcs multiples tventuellement cr%s 
par des arcs simples. Tout graphe orienti: D’ obtenu g partir d’un sous-graphe de D par 
une succession de telles contractions %mentaires’ est appeli: un mineur de D; on dit 
aussi que D est sow-contractible en D’ et on i.crit D > D’. Traditionnellement confinle 
aux graphes non-orient&+ la probltmatique des contractions se trouve notablement 
enrichie lorsque l’on se place dans la cadre des graphes orient&s. Ainsi, par exemple, les 
rirsultats de Robertson et Seymour sur les mineurs de graphes non-orient&s [S] se 
gknkralisent-ils aux graphes orient&s [9]. Un autre exemple est la formulation suivante 
de la fameuse conjecture de Hadwiger, due EYI Jacob et Meyniel [3]: si K,* (le graphe 
orienti. symktrique complet d’ordre p) n’est pas mineur de D, alors on peut partition- 
ner les sommets de D en moins de p ensembles acircuitiques. 
Posons cp= 1 + p(p - 3)/2 et cp* = 1 + p(p - 2) (nombres cyclomatiques respectifs du 
graphe non orient& complet K, et de K$). Pour 2 <p < 7, tout graphe non-orient& 
d’ordre n ayant au moins (p-2)n-c,+ 1 ar&tes est sous-contractible en K, (Dirac 
pour p d 5, Mader pour p = 6, 7 voir [l J), mais la propriCt& est en dkfaut dits que p 3 8 
(Jargensen [4]). L’ordre de grandeur de 6(p)= inf (kl tout graphe non-orientC 
i n sommets et kn a&es est sous-contractible en KP} est CI(pJlogp) (Kostotchka, 
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cf. [lo]). La valeur assymptotique de 6*(p), analogue oriente de 6(p), n’est pas encore 
connue precisement. Dans cet article on montre le resultat suivant, qui est optimal 
dans le sens ou son enonce n’est plus valide pour p 3 5 (en effet, le graphe obtenu en 
retirant de Kg trois arcs mutuellement non incidents a 27 =(2.5-3).6-5(5 -2) arcs 
mais n’est pas sous-contractible en K :; voir Probleme 6.1). 
ThCorltme. Pour p = 2,3,4, si un graphe orient6 est d’ordre n 3 p et s’il a au moins 
m(p)=(2p- 3)n-p(p-2) arcs alors il est sous-contractible en K;. Cette borne est 
exacte. 
Pour p = 2, le theoreme est trivial. Le cas p = 3 fut etabli par Lescure et al. [6]; voir 
[S, 1 l] pour des preuves courtes et directes; en fait, ce cas se dtduit aisement du cas 
p=4: en effet, a un graphe D verifiant les hypotheses pour p= 3 associons le graphe 
0” par ajout d’un nouveau sommet relic dans les deux sens a tout sommet de D. On 
remarque que 0” > K 2 equivaut a D > K 4. 
On peut voir rapidement que la borne est exacte: considerons les graphes d’ordre 
n form&s de n - p + 2 exemplaires de K;_ 1 ayant p - 2 sommets communs auquels on 
ajoute un arbre oriente antisymttrique quelconque sur les sommets restant. Ces 
graphes sont non sous-contractibles en Kz mais, comme le lecteur pourra le verifier, 
l’adjonction dun seul arc entraine la contractibilite (conformement au theoreme pour 
p < 4). Ceci est une illustration du caractere ‘limite’ et, comme on le verra, ‘technique’ 
du theoreme. Le probleme de contractibilite en K t est de difficulte comparable a celui 
de la contractibilite ‘non-orientee’ en Kzp_ 1. 
Notre methode de demonstration utilise principalement la symetrisation d’arcs au 
moyen de “poles”. Dans toute la suite on designera par 9 l’ensemble des graphes 
d’ordre n >, 4 dont le nombre d’aretes est au moins 5n - 8, et on considerera un graphe 
G qui est, relativement aux sous-contractions, un element minimal de 9. On raison- 
nera par l’absurde en supposant G non sous-contractible en Kz. La demonstration 
a essentiellement trois etapes. Tout d’abord (Section 2) nous montrons que G est 
3-connexe sans triangle separateur, ce qui implique (section 3) que chaque a&e simple 
a 4 poles. Puis (Section 4) on montre que G ne contient pas 4 sommets mutuellement 
adjacents, par des arguments de symetrisation d’arcs, relativement longs et tech- 
niques. Enfin (Section 5) nous obtenons la contradiction cherchee en exhibant une 
contraction de G en Kz, A partir dune subdivision de Kq. Les definitions et proprietes 
utiles sont don&es en Section 1. Nous mentionnons en conclusion quelques 
problemes ouverts. 
1. Pdiminaires 
Le graphe orient6 generique D consider% dans cet article est sans boucles ni arcs 
multiples. Lorsqu’aucune confusion ne sera possible, on notera de la meme man&e 
un sous-graphe (non necessairement induit) A c D et son ensemble de sommets (ainsi 
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1 A ( designe le nombre de sommets); le sous graphe induit par les sommets de D hors de 
A est note D-A. Si a, b sont deux sommets de D on note a+b la presence de l’arc (a, b), 
la notation a+-+b signifiant ‘a+b et b +a’. Par a&e ab on entend a&e du multigraphe 
non-orient& sous-jacent. Ainsi I’existence d’une arete notee ab equivaut-t-elle a la 
presence d’au moins l’un des arcs a-+b ou b -+a: on dit que a et b sont adjacents ou 
encore que a est un voisin de b. Lorsque a-b, les sommets a et b sont dits biadjacents et 
a est un bivoisin de b. Un arc ou une arete reliant deux sommets biadjacents est dit 
symetrique. Un arc ou une arete non symetrique est dit simple. Un graphe est 
antisymetrique si tous ses arcs sont simples. Pour A, B c D, on notera A-+B si A nB = 8 
et si a+b pour tout aEA et tout b&I. 
Circuits, chemins et leurs analogues non-orient& cycles et chaines (qui se referent au 
multigraphe non-oriente sous-jacent) auront tous leurs sommets differents et seront 
notes sous la forme 11=(x0,x1,..., xq). Une arete reliant deux sommets non 
consecutifs de p est une corde de p. Trois (resp. quatre) sommets mutuellement 
adjacents constituent un triangle (resp. un tetraedre). 
Si D est un graphe oriente connexe sous-contractible en Kp* on peut en fait obtenir 
Kz par les seules operation de contraction d’ aretes. Le fait de contracter toutes 
les a&es d’une partie connexe de D, soit X= {x1, x2, . . ..xq}. sera note [[Xl] 
ou [[xIx2~.~x,]], le graphe contract6 obtenu etant designe par D[[X]] ou 
par D[[xIx2...x,]]. Si A,B,C,... sont des parties connexes disjointes 
D[[A]] [[B]] [[C]]...est abrege en D[[AIBICI...]]. Pour une chaine 
p=xr, x2, . . . . xq, la succession [[xl ... Xi]] [[Xi + r.. x,]] s’appellera contraction de 
u sur l’arete XiXi+ 1. 
L’essentiel de la demonstration du theoreme reside dans la “symetrisation d’aretes 
du graphe G par des poles”. Soit ab une a&e de G. On dit qu’un sommet p est pole de 
l’arkte ah lorsque p-sa, b ou que a, b-+p. Les a&es pa et pb sont les a&es polaires de 
p relativement a l’arete ab. Si on a a la fois p +a, b et a, b-p, le sommet p est pole double 
de ab, sinon pest un pole simple. Dans les deux cas on dit que l’arete ah est symetrisable 
par p: en effet, la contraction de Tune des a&es pa et pb transforme ab en une arete 
symetrique (si elle ne l’etait deja). Un pole p d’une arete ab est nommi un A-pole, pour 
A c G, si p#A. Ainsi, la symetrisation de ab par p preserve alors le sous-graphe A, sauf 
peut-etre pour certaines aretes de A qui peuvent devenir symetriques. 
Signalons enfin que lorsqu’on ecrira ‘ab admet q poles’, il s’agira toujours d’ au 
moins q poles distincts et que dans un graphe contract& les sous-graphes de G qui 
n’ont pas subi d’autres modifications que la symetrisation de certaines de ses aretes 
seront design& comme ils l’etaient dans G. 
On utilisera frequemment les remarques suivantes, &on&es pour un graphe orientt 
quelconque D: 
1.1. Si les a&es simples d’un tetraedre T de D sont symmetrisables par des T-poles 
distincts, alors D > K 2. 
1.2. Si les a&es dun triangle S sont simples, Tune d’elles a tous ses poles hors de S. 
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1.3. Si CI est une ar&te simple (resp. symktrique) de D, avec d poles doubles et s poles 
simples, alors D [[a]] a 1 + 2d + s (resp. 2 + 2d + s) aretes de moins que D. 
1.4. OnaD>KXsietseulementsiD-l>Kf,otiD-’ s’obtient en renversant tous les 
arcs de D. 
On utilisera aussi les deux propriktts suivantes du graphe G: 
PropriCk 1.5. On a m= 5n-8, n> 5 et pour toute a&e c( de G le graphe contract& 
G [[cx]] a au plus m - 6 = 5n - 14 arcs. 
Lemme 1.6. Une a&e simple (resp. symCtrique) de G admet 3 (resp. 2) pdles; plus 
prki&ment si s et d sont respectivement le nombre de pBles simples et doubles d’une 
a&e, on a: 2d + s 2 5 (resp. 2d + s 2 4). En particulier tout sommet est incident d au moins 
6 arcs. 
La vkrification de la Proprilti: 1.5 est laissle au lecteur; le Lemme 1.6 est une 
constquence directe de 1.5 et de 1.3. 
2. Connectivitk 
Lemme 2.1. G est 3-connexe et n’a aucun triangle siparateur. 
Preuve. On utilise la minimalitk de G. Clairement G est connexe. Puisque n > 5 d’aprls 
propriett 1.5, il suffit de montrer que tout ensemble stparateur a au moins 4 sommets. 
On peut p&enter G comme l’union de deux sous-graphes induits connexes G1 et Gz 
dont les sommets communs forment un stparateur A de cardinal a minimum. Soit b le 
nombre d’arcs dans A et pour i = 1, 2 soit ni = 1 Gi 1, mi le nombre d’arcs de Gi; on pose 
mi = 5ni - 8 - 6i (Si reprksente le “dkficit” de Gi). 
(i) On a: ni > 4 et 6i 2 1. En effet, d’aprks le Lemme 1.6, un sommet x de Gi- A est 
incident 1 au moins 6 arcs, d’od ni 24 (pour i= 1, 2). La minimalitt de G permet de 
conclure. 
(ii) On a: 5a-8=b+J1+d2. En effet n=nI+nz-a et m=m,+m,-b. 11 
vien5n-8=m=m,+m,-b=5(n,+n,)-16--6,--6,-b d’oti le rksultat. 
(iii) On a: a > 3. D’aprks (ii) on a a > 2 avec kgalitt seulement si b =O, d1 = 1, d2 = 1. 
Posons A = {x, y}. Comme G est 2-connexe, il contient un cycle p passant par x et y. 
Soit pL1 l’une des deux restrictions de ,U entre x et y. C’est une chaine de longueur au 
moins 2 (puisque b =0) et entikement contenue dans l’un des Gi (disons G,). La 
contraction de ~1~ sur une de ses a&es produit un graphe G; qui est Gz augment6 au 
moins d’un arc. Comme Sz = 1 on a G$ > K $ contradiction. 
(iv) Fin de la preuve. D’aprks (iii), G est 3-connexe. Supposons que A induise un 
triangle. Les a&es simples de A sont, d’aprks 1.2 et le Lemme 1.6, symttrisables par 
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trois A-poles distincts pI, pz, ps. En regardant l’effet soit sur GI, soit sur GZ, de la 
symetrisation de chacune des a&es simples de A on obtient facilement b + a1 + & 3 8; 
d’oti, d’apres (ii), 5a 2 16 et a > 4. 0 
3. Nombre de poles 
Nous demontrons dans cette section, a l’aide du Lemme 2.1, le lemme suivant qui 
ameliore le Lemme 1.6 et qui nous facilitera la t&he a chaque fois que nous aurons 
besoin de symetriser un ensemble d’aretes par des poles distincts. 
Lemme 3.1. Soit LX une a&e simple de G. Alors LX admet 4 p&es et si s (resp. d) dtsigne le 
nombre de ses pBles simples (resp. doubles) on a 2d + s 2 5. 
Preuve. La seconde assertion est contenue dans le Lemme 1.6. Nous montrons la 
premiere par l’absurde. Soit ab une arete simple de G qui n’a que 3 poles (Lemme 1.6), 
soit c, d, et e. Nous pouvons supposer que d et e sont poles doubles. Soit A = {a, b, c, d, 
e}. D’apres le Lemme 2.1, il existe une chaine p reliant d et e et evitant a, b, c. Prenons 
,U de longueur minimum. 
Remarque 3.2. Si un graphe H admet un circuit symhrique C de longueur au moins 
3 et si un sommet x de H - C admet 3 bivoisins distincts dans C alors H > K 2. 
Preuve du Lemme 3.1 (continuation). Dans la suite nous appliquerons la remarque 
prtcedente au circuit symetrique (a, d, b, e, a) de G. 
(3.3) p est une a&e simple et c est pBle de ,u. 
(3.3.1) Toute a&e de p est simple: sinon, en contractant p en Tune de ses aretes 
symetriques puis en symetrisant ab par c, on voit que G > K 2. 
(3.3.2) Toute arete de p admet a, b, c comme seuls poles: si une arete de ~1 avait un 
pole ~${a, b, c}, on aurait p$p (car CL, de longueur minimum, n’a pas de corde). Apres 
symetrisation par p, l’argument precedent s’appliquerait. 
Posons maintenant ~1 =(x0, x1, . . . , xk) avec x0 = d et xk = e. 
(3.3.3) c ne peut &tre pole double de deux a&es distinctes de p: en effet, si c est 
pole double de XiXi+ r et de xjxj+ 1 ( j 2 i + 1) on conclut par la Remarque 3.2 dans le 
graphe A[[x~x, . . xilxi+,xjblxj+lxj+2 . ..xk]]. 
(3.3.4) p est de longueur 1: supposons, en effet, p de longueur 2 2. Soit xi # d, e un 
sommet de p. Ce qui precede entraine, compte tenu du Lemme 1.6, que a-xi ainsi que 
b-xi. Alors la symetrisation de ab et de X.X. I ,+1 par d et c respectivement, suivie de 
CCXi+lXi+Z ... xk]] montre que G> Kz. 
3.4. cd et ce ne peuvent &tre toutes deux symktriques. Supposons le contraire. Alors ac 
et bc sont simples (sinon on pourrait appliquer la Remarque 3.2). Pour la meme 
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raison, UC et bc n’ont pas de A-poles. Par consequent, vu le Lemme 1.6, le sommet 
a (resp. b) est pole de bc (resp. ac) done 1.2 c ne pourrait Ctre pole de ab. 
3.5. ca et cb ne peuvent &tre toutes deux symktriques. Comme precedemment 
(mutatis mutandis). 
3.6. Deux a&es de A, incidentes a c, ne peuvent avoir un A-pale double commun. Soit en 
effet p un A-pole double de cx et cy avec x, SEA, x # y. Soit z$(x, y, c} un sommet de A. 
[[cz]] permet de conclure par la Remarque 3.2. 
3.7. ca, cb, cd, ce sont simples. Par symetrie, il suffit de prouver que cd et ce sont 
simples. Supposons le contraire. Sans perte en generalitt on peut alors supposer, vu 
3.4, que ce est simple et cd est symetrique. L’arete bc (et par symttrie ac) est done 
simple: sinon la symttrisation de UC par un A-pole le Lemme 1.6, suivie de [[be]], 
montre que G > K 2. Comme ab est simple, on peut supposer que b n’est pas pole de UC. 
Dans ces conditions, d’apres le Lemme 1.6 et 3.6, ca et ce sont symttrisables par des 
A-poles distincts ce qui permet de conclure par la Remarque 3.2. 
Pour achever la preuve du Lemme 3.1, il suffit, compte tenu de la Remarque 3.2, de 
montrer que parmi les a&es de A, incidentes a c, on peut en symetriser 3 par des 
A-poles distincts. Vu le Lemme 1.6, chaque at&e incidente a c a 2 A-poles ou 1 A-pole 
double. En outre, d’apres 3.3, l’une des aretes cd ou ce admet 3 A-poles, ou 2 A-poles 
dont un double: supposons (par exemple) que ce soit cd. 
Si cd a 3 A-poles, on peut choisir p1 #pz, A-poles respectifs de ca et ce (en 
utilisant 3.6) puis p3 #pl, p2, A-pole de cd. 
Si cd a un pole double pl, on choisit p2 et p3, distincts de pl, A-poles respectifs de ca 
et de ce (en utilisant 3.6 et le fait facile a dtmontrer qu’ un bivoisin de d ne peut etre 
adjacent a e). 
La preuve du Lemme 3.1 est complete. 
4. Le ‘Lemme du tbtra&dre’ 
Lemme 4.1. G ne contient pas de tttratdre. 
La preuve du lemme 4.1 est divisee en plusieurs &tapes (4.4 a 4.12). Voici d’abord 
une remarque et un lemme qui nous seront utiles: 
Rermarque 4.2. Si p est pole de deux a&es adjacentes xy et yz dans un graphe H, 
les 3 a&es polaires Ctant simples, alors p +x, y, z ou x, y, z+p. Cette remarque 
se gentralise tvidemment au cas ou p est pole de toute arete d’un sous-graphe 
connexe. 
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Lemme 4.3. Soit ul, u2 ,..., a, des a&es distinctes dun graphe H et A l’ensemble des 
extrkmiths des ai. On suppose que chacune des ai admet q A-poles (q < I). Alors l’une des 
deux situations suivantes se presente: 
(i) on peut symetriser q+ 1 a&es parmi les LYE par des A-poles distincts. 
(ii) il existe q sommets pl, p2, . , . , pq de H qui sont A-poles de chacune des ~i( 1 <i < 1). 
(1 didl). 
Preuve. Soit q sommets distincts pl, pz, . . . , pq, A-poles respectifs de a,, Q, . . . , cxq. 
Supposons qu’ on n’ait pas (i). Nous allons montrer que pl, pz, . . . , pq sont A-p6les de 
chacune des cCi(l d i < 1) ce qui prouvera le lemme. 11 est clair que les pi sont A-poles de 
chaque aj pour j > q. Supposons maintenant qu’il existe i et j( 1~ i, j < q et i #j) tels que 
pi ne soit pas A-pole de ~j. Alors ~j (resp. clq+i) est symitrisable par un A-pole 
P#{Pl, P2, ...? p4} (resp. par pj) et chacune des ~(1 d k <q et k #j) l’est par pk ce qui 
contredit l’hypothese de depart. 0 
Pour montrer le Lemme 4.1, on raisonne par l’absurde en supposant que G contient 
un tetraedre. 
4.4. Tout tetraedre darts G admet au plus 3 arktes symetriques. Soit T un tttraedre dans 
G. Chaque a&e simple de T admet 2 T-poles, vu le Lemme 3.1. Le resultat en decoule 
d’apres 1.1. 
4.5. Tout tetraedre dans G admet au plus 2 a&es symetriques. Supposons que non. Soit 
done 4.4 un tetraedre T= {a, b, c, d} de G, ayant exactement 3 arttes symetriques: 
(4.5.1) Ces a&es ne peuvent &tre issues dun m&me sommet. Supposons le contraire. 
Chaque a&e simple de T admet 2 T-poles (Lemme 3.1) et l’une au moins d’entre elles 
en admet 3 d’apres 1.2. On peut done conclure par 1.1. 
(4.5.2) I1 existe p1 # pz, T-poles communs des 3 at&es simples de T. Les 3 a&es simples 
de T n’etant pas symetrisables par des T-poles distincts 1.1, chacune d’elle admet 
exactement 2 T-poles par le Lemme 3.1. On peut done conclure par le Lemme 4.3. 
(4.5.3) Les a&es symktriques de T sont dans un triangle. Supposons que non. On 
peut supposer cc*attbttd. L’un des pi (cf. (4.5.2)), par exemple pl, est pole double 
pour cd d’apres le Lemme 3.1. D’apres (4.5.1), pia et pib (i= 1, 2) sont simples 
(considerer les tetraedres {pl, a, c, d >, { pl, b, c, d}, (pz, a, b, c} et { p2, a, b, dj). 
Toujours d’apres (4.5.1) p1 et pz ne sont pas bi-adjacents (considerer { pl, pz, c, d}) et 
s’ils sont adjacents alors cp, est simple (considerer { pl, pz, a, c}). I1 en risulte que p,a 
et, par symetrie, p2b ont des T-poles respectifs p et p’ hors de { pl, p2}. Comme pz est 
pole de cd, l’une des contractions [[p2c]], [[p2d]] symetrise cd. Dans le premier 
(resp. le second) cas, on symetrise pZb (resp. p2a) par p’ (resp. p); alors [ [plc]] (resp. 
[ [ p,d]]) symetrise deux a&es simples de T, la troisieme pouvant l’etre par pl. 11 en 
resulte done G > Kz ce qui etablit (4.5.3). 
Pour conclure la demonstration de 4.5, on peut supposer, vu ce qui precede, que 
a, 6, c sont mutuellement biadjacents Chaque a&e simple de T admet l’un des 
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pi (4.5.2) comme pole double, par le Lemme 3.1. La contraction [ [pldpz]] montre que 
G>K,*. 
4.6. Tout tttrac?dre de G admet au plus une a&e symttrique. Supposons le con- 
traire : soit done T= {a, b, c, d} un tttraedre qui a exactement 2 a&es symetriques: 
(4.6.1) Ces a&es ne sont pas adjacentes. Supposons les au contraire de la forme ab 
et ac. Alors: 
(i) Un T-pGle double d’une a&e simple de T n’est pBle d’aucune autre a&e simple 
de T. Soit en effet p un T-pole double dune a&e simple xy de T et pole d’une autre 
a&e simple de T. Les a&es px et py sont done symetriques et p n’est pas adjacent a a, 
vu 4.5. Done xy #ad. En outre xy # bd, cd (si, par exemple, xy = cd alors p est adjacent 
a b. Comme ad et cd sont symttrisables par des T-poles distincts autres que p le 
Lemme 3.1 et que [ [pb]] symetrise bc et bd on voit que G > Kz). On voit de m&me que 
xy # bc. 
(ii) Une a&e simple de T ne peut avoir de T-pBle double. L’arCte bc admet un T-pole 
et chacune des 3 autres a&es simples de Ten admet 2 (par le Lemme 3.1). Si 2 au 
moins de ces 4 a&es ont des T-poles doubles, on peut done conclure par (i) et 1.1. Si 
une seule des 4 aretes admet un T-pole double alors 2 au moins des 3 a&es restantes 
admettent chacune 3 T-poles et on peut la encore conclure par (i) et 1.1. 
(iii) On n’a ni d+a, b, c ni a, b, c+d. En outre {b, c, d, b} n’est pas un circuit. Si 
d-ta, b, c ou a, b, c-+d alors (ii), Lemme 3.1 et 1.2 entrainent que bc (resp. ad) admet 
2 (resp. 3) T-poles et que, parmi les a&es bd et cd, l’une en admet 3 et l’autre 4. On 
conclut par 1.1. On voit de meme que (b, c, d) ne peut etre un circuit. 
(iv) G > K:. D’apres ce qui precede, on peut supposer, sans perte de generalite, 
c+b, d. Les 4 a&es simples de T n’etant pas symttrisables par des T-poles distincts 
1.1 on a d-+b (par (ii) et le Lemme 3.1) et chacune d’elles admet done exactement 
3 T-poles. 11 existe ainsi pl, p2, p3 tous distincts, T-poles des 4 a&es simples a la fois le 
Lemme 4.3. Les a&es polaires des pi sont toutes simples (seules les aretes pid 
pourraient eventuellement etre symetriques, vu 4.5. Mais dans ce .cas, si par exemple 
p1 +-+d, [ [p,b]] ou [ [pIc]] symetrise simultanement 2 arcs simples de T, les 2 autres 
pouvant l’etre par pz et p3 et il vient G > K:). 11 en rtsulte pi-* T ou T+pi pour tout 
i par la Remarque 4.2. Selon le cas, [[pib]] ou [[pg]] pour chaque i, symetrise 
simultanement 2 arcs simples de T et on a G > Kz, ce qui conclut la preuve de (4.6.1). 
(4.6.2.) Fin de la preuve de (4.6). D’apres (4.6.1) on peut supposer atrb et c-d. On 
verifie facilement que les assertions (4.6.1. (i)) et (4.6.l.(ii)) sont encore vraies. Comme 
dans (4.6.l.(iv)), il existe pl, p2, p3 tous distincts, T-poles des 4 at&es simples a la fois. 
D’apres 4.6.1 les a&es polaires des pi sont toutes simples done on a pi-T ou T-pi 
pour tout i, par la Remarque 4.2. 11 en resulte que les arcs simples de T forment un 
circuit (sinon on pourrait symetriser 2 arcs a la fois a l’aide d’un seul pi et on aurait 
G> K:). Par consequent toute a&e polaire de l’un quelconque des pi admet un 
T-pole different de pl, pz, p3, vu le Lemme 3.1. Soit p un tel pole pour l’arete apl. 
Supposons a + d + b+c+a et p1 -+ T. Symttrisons ap, par p. Alors [ [cpJ] symetrise 
2 arcs simples de T. par consequent G > K:. 
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4.7. Si un tttraPdre T a une a&e symktrique, les a&es simples n’ont pas de T-pGles 
doubles. En effet, un T-p6le double p d’une arete simple xy de T n’est adjacent g aucun 
sommet de T autre que x ou y (4.6) done ne peut &tre pBle d’une awe a&e de T. 11 
s’ensuit que la construction d’une contraction en K: faite en 4.6 reste valide aprks 
symttrisation de xy par p. 
4.8. Tout tttrabdre de G n’admet que des a&es simples. Supposons le contraire. 
G pos&de done (4.6) un tttrakdre T={a, b, c, d} ayant exactement une a&e 
symktrique ab. 
(4.8.1) On ne peut avoir simultanPment c+a, b, d et a, b, c-+d. Sinon, cd admet 
5 T-p6les et chacune des autres ar&tes simples de Ten admet 3 (par le Lemme 3.1 et 
4.7). Les a&es ac, ad, bc, et bd ne sont done pas symktrisables par des T-p6les distincts 
(autrement on concluerait par 1.1). Par conskquent ces a&es admettent un T-p6le 
commun p (Lemme 4.3) dont toutes les a&es polaires sont simples (4.6). On a done 
p+ T ou T+p la Remarque 4.2. Alors, [ [ pd]] ou [[PC]] symltrise 3 arcs simples g la 
fois; les 2 autres arcs simples de T Ctant symktrisables par des T-p6les distincts autres 
que p, il vient G>K,*. D’oti (4.8.1). 
(4.8.2) T a un circuit de longueur 4. Sinon, compte tenu de (4.8.1), on peut alors 
supposer, sans perte de g&-&alit&, c-+a, b selon 1.4, puis c-d et d--+b selon (4.8.1); 
l’ar&te bc ainsi que l’une des a&es ac, cd admettent 4 T-pBles chacune et les autres 
a&es simples de Ten admettent 3 chacune (par le Lemme 3.1 et 4.7). Dksignons par 
CI celle des a&es ac, cd admettant 4 T-pBles et par /? l’autre. Soit pl, pz, p., des 
sommets diffkrents, respectivement T-p6les de ad, bd, /?. Les sommets pl, p2, p3 sont, 
tous trois, p6les de bc et de CI (autrement, l’une de ces a&es aurait 2 T-p6les diffkrents 
des pi et on pourrait conclure par 1.1). On montre alors, comme dans (4.8.1) que l’on 
a pI+T ou T-+p, et que [[pIb]] ou [ [plc]] permet de conclure. D’oti (4.8.2). 
(4.8.3) Tout 4-circuit de T contient ab. Sinon, compte tenu de (4.8.2) on peut 
supposer a+d+b-+c-+a et c+d. Les a&es ac et ad (resp. bc et bd) admettent 3 (resp. 
4) T-p8les chacune et cd en admet 5. On peut done conclure par 1.1. 
(4.8.4) Fin de la preuve de 4.8. Vu ce ce qui prkkde, on peut supposer a-+c-+d-+b et 
aboutir & une contractibilitl en Kz pai une dkmonstration en tout point analogue 
g celle de (4.8.2): cb et ad ayant 4 T-p6les et les autres au moins 3. 
4.9. Si xy et yz sont deux a&es adjacentes d’un tttraddre T de G et si p est un T-p&e de 
xy et yz alors p-+x, y, z ou x, y, z+p. En effet, les a&es polaires de p sont simples (4.8) 
done le rksultat dlcoule de la Remarque 4.2. 
Pour la suite de la preuve du lemme 4.1, on choisit un tltrakdre Tde G dont, vu 4.8, 
toutes les a&es sont simples. 
4.10. Les a&es de T n’ont pas de T-pBle double. Argumentaire analogue g celui de 4.7. 
Un p61e double p d’une a&e xy de T ne peut &tre p81e d’aucune autre a&e de T, vu 
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4.8. Done, si un tel p6le existait, la contruction d’un contraction en Kz explicit&e en 
4.8 pourrait &tre effect&e aprbs symktrisation de xy par p. 
4.11. T a un circuit. Supposons le contraire. On peut assumer, sans perte de gkntralitt, 
b, c, d-+a, c+b, A et d-+b. Par le Lemme 3.1 et 4.10,l’akte ac admet 5 T-pbles, bc et ad 
en admettent 4 et les a&es ab, bd et cd en admettent 3. 11 existe done des sommets 
distincts pl, pz, p3, p4 (resp. pi), T-pBles respectifs de ab, bd, cd, bc (resp. ad). On 
a forckment p4 = pi: sinon, pl, pz, p3, p4, pi sont tous p8les de UC; par conskquent 
~~-+a, b, c ou a, b, c-p1 (4.9); done [ [ pIa]] ou [[ plc]] symktrise 2 arcs g la fois et 
dans le graphe obtenu on peut conclure par 1.1. Chacun des pi (1 <i < 3) est done p8le 
de ad et bc. Par conkquent on a p1 -+ T ou T-p,, vu 4.9, et on conclut encore par 
[[ p1 a]] ou [ [ pIc]] qui symktrise 3 arcs $ la fois. 
4.12. T a un circuit de longueur 4. Supposons le contraire. Compte tenu de 4.11 on 
peut assumer, sans perte de gtnkralitir, a --+d-+c+a et b-a, c, d. Chacune des aretes de 
T admet 4 T-p6les, par le Lemme 3.1 et 4.10. De plus, selon 4.11, 4.9, 4.10, les T-pBles 
de ba, bc et bd sont distincts, car si p est p6le de ub et bd, alors {p, a, b, d} est un 
tttrakdre sans circuit, ce qui contredit 4.11. Ainsi, les arEtes de T sont symktrisables 
par des T-p6les distincts, et on peut conclure par 1.1. 
Fin de la dkmonstration du Lemme 4.1. D’aprks 4.12 on peut supposer 
a-+b+d+c+u-+d et b+c. Par le Lemme 3.1 et 4.10, l’ar&te bd admet 3 T-p6les, les 
arctes ab et cd en admettent 4, et les a&es UC, ad et bc chacune 5. De plus, selon 4.11, 
4.9, 4.10, les 3 T-pBles de bd sont distincts de ceux de ub, ad, bc et dc. Les ar&tes de 
T sont done symktrisables par des T-pBles distincts ce qui permet de conclure. 0 
5. Contradiction finale 
On va montrer G > Kz. Le graphe G cotitient un cycle (a, b, c, d, a), od b et d sont 
voisins et oti a et c sont reliks par une chaine p de longueur au moins 2 ne passant ni 
par b ni par d: soit en effet bd une a&e quelconque de G; elle admet 2 p8les a et c le 
Lemme 1.6 reliks par une chaine ,u ne passant ni par b ni par d, le Lemme 2.1 et de 
longueur au moins 2 le Lemme 4.1. Nous choisissons une telle configuration H de 
sorte que la longueur 1 de p soit minimum. Posons X= {a, 6, c, d}. 
5.1. Purmi les arhes de X, seules ub et bc (et par symttrie ad et dc) peuvent uvoir un 
X-pBle commun. Conskquence directe du Lemme 4.1. 
5.2. Tout p61e de bd distinct de a et c, est un p-p8le. Constquence directe du choix de 
H (1 minimum). 
5.3. ,u n’ a pas de corde. 
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5.4. Une a&e quelconque de p n’ admet aucun p61e dans p et en admet au plus am 
dans X. Soit CI = xy une arCte de P. Un pole de CY appartenant a P contredirait 5.3. Soit 
maintenant p1 #p2 deux sommets de X, poles de a. Alors { pl, p2} = {a, c} (sinon, 
{x, y, pl, p2} contredit le Lemme 4.1) contradiction avec 5.3. 
5.5. Soit xy une a&e de X avec XE~ et y$p et soit p l’unique sommet de p adjacent h x. 
Alors tout p61e de xy, saufpeut-&tre p est un p-p&. 11 est clair que ni a ni c ne peut &tre 
pole de xy. L’existence dans P dun pole de xy autre que p contredirait 5.3. 
5.6. Si toutes les a&es de H sont simples, alors G > Kz. Soit CI une arete quelconque 
de P; elle admet un H-pole p1 (par le Lemme 3.1 et 5.4). L’arete ad admet un 
H-pole p2 #pl (le Lemme 3.1 et 5.5). De meme ab admet un H-pole p3 #pl et 
PZ#PJ, vu 5.1. 
Car&e bc admet un H-pGle p4 # { pl, pz, p3} : supposons en effet le contraire. Soit p le 
sommet de P adjacent a c. Alors les poles de bc sont exactement d, p, p1 et p3 (le 
Lemme 3.1, 5.1 et 5.5). Mais alors p et p1 sont relies par une chaine de longueur < 1, ne 
passant pas par b et c, ce qui contredit le choix de H. 
De m&me l’arete cd admet-elle un H-pole p5${pI, pz, p3} et, d’apres 5.1, 
PsfP4. 
Enfin bd admet un H-pole ps${ pl, p2, p3, p4, ps} (d’apres le Lemme 3.1, 5.1 et 5.2). 
Par consequent, la contraction de P sur l’arete CI permet de conclure, vu 1.1, dans le 
graphe ainsi obtenu. D’oti 5.6. 
11 est clair que l’existence d’aretes symetriques dans H ne fait que simplifier les 
arguments de la preuve de 5.6; done G est sous-contractible en Kz dans tous les cas et 
la preuve du Theoreme est complete. 0 
6. Open problems 
6.1. Suppose a digraph D of order n>6 has m37n- 14 arcs. Is D subcontractible 
onto K:? 
More generally what is the smallest p such that liminf {m(D)/n(D) 1 D is not subcon- 
tractible onto K,*} z 2p - 3? 
6.2. Suppose every vertex of a digraph D has in- and out-degrees 22. Then D is 
subcontractible onto Kz as proved in [2]. 
Note that minimum half-degrees not less than 3 do not insure contractibility onto 
Kz (consider the digraph obtained from KT by deletion of the arcs of a directed 
3-circuit). 
Problem 6.3. Can any digraph of minimum out-degree d be contracted onto a digraph 
in which both in- and out-degrees are greater than lo- looo.d? 
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As Duchet and Meyniel pointed out (using random graphs), the answer is negative if 
the contracted digraph is required to be symmetric with minimum degree Ed. 
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